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Ας θυμηθούμε τα 
προηγούμενα…

Κωνσταντίνος Καραμανής



Πώς διαφέρουν οι 
4 συναρτήσεις 
απώλειας

Όταν αλλάζουμε την 
συνάρτηση απώλειας, 
αλλάζουμε και την 
βέλτιστη λύση

Κωνσταντίνος Καραμανής
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Πώς βρίσκουμε τη βέλτιστη λύση;

Χρόνο log !
"

για ακρίβεια ε?
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Πώς βρίσκουμε τη βέλτιστη λύση;

Χρόνο log !
"

για ακρίβεια ε
Χρόνο !

"
για ακρίβεια ε

Κωνσταντίνος Καραμανής



Πώς διαφέρει
η πρώτη 
συνάρτηση 
απώλειας από 
τις άλλες τρείς;
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Πώς διαφέρει
η πρώτη 
συνάρτηση 
απώλειας από 
τις άλλες τρεις;
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Τοπικά βέλτιστα σημεία



Πώς διαφέρει
η πρώτη 
συνάρτηση 
απώλειας από 
τις άλλες τρεις;

Κωνσταντίνος Καραμανής

Τοπικό βέλτιστο = ολικό βέλτιστο



Κυρτές 
συναρτήσεις 
(convex 
functions)

Κωνσταντίνος Καραμανής

Μια συνάρτηση λέγεται κυρτή, εάν η χορδή μεταξύ 
οποιωνδήποτε δύο σημείων της γραφικής της 
παράστασης βρίσκεται πάνω από την καμπύλη.

Αναλυτικός ορισμός: για οποιαδήποτε 𝜆 ∈ 0,1 , 𝑥!, 𝑥"

𝑓 𝜆𝑥! + 1 − 𝜆 𝑥" ≤ 𝜆𝑓 𝑥! + 1 − 𝜆 𝑓 𝑥"

𝑥! 𝑥"

𝑥!

𝑥"



Κυρτές 
συναρτήσεις 
(convex 
functions)

Κωνσταντίνος Καραμανής

Μία συνάρτηση λέγεται κυρτή εάν η χορδή 
μεταξύ οποιωνδήποτε δύο σημείων της καμπύλης 
βρίσκεται επάνω από την καμπύλη

Αναλυτικός ορισμός: για οποιαδήποτε 𝜆 ∈ 0,1 , 𝑥!, 𝑥"

𝑓 𝜆𝑥! + 1 − 𝜆 𝑥" ≤ 𝜆𝑓 𝑥! + 1 − 𝜆 𝑓 𝑥"

Εάν η συνάρτηση είναι κυρτή:

Τοπικό βέλτιστο = ολικό βέλτιστο
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Πως διαφέρει
η πρώτη 
συνάρτηση 
απώλειας από 
τις άλλες τρείς;

Κωνσταντίνος Καραμανής

Η κλίση δεν μας δίνει 
καμία πληροφορία ως 
προς την βελτίωση της 

απώλειας!
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Πως διαφέρει
η πρώτη 
συνάρτηση 
απώλειας από 
τις άλλες τρείς;

Κωνσταντίνος Καραμανής

Η κλίση μας λέει πως να 
μεταβάλλουμε την παράμετρο για 
να πετύχουμε μικρότερη απώλεια.



Μέθοδος: Gradient Descent (Κάθοδος Κλίσης)
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κλίση της εφαπτομένης
= η παράγωγος

Κωνσταντίνος Καραμανής



Μέθοδος: Gradient Descent (Κάθοδος Κλίσης)

κλίση της εφαπτομένης
= η παράγωγος

Κωνσταντίνος Καραμανής



Μέθοδος: Gradient Descent (Κάθοδος Κλίσης)

κλίση της εφαπτομένης
= η παράγωγος

Κωνσταντίνος Καραμανής



Μέθοδος: Gradient Descent (Κάθοδος Κλίσης)

κλίση της εφαπτομένης
= η παράγωγος

Κωνσταντίνος Καραμανής



Μέθοδος: Gradient Descent (Κάθοδος Κλίσης)

κλίση της εφαπτομένης
= η παράγωγος

Κωνσταντίνος Καραμανής



Μέθοδος: Gradient Descent (Κάθοδος Κλίσης)

κλίση της εφαπτομένης
= η παράγωγος

Κωνσταντίνος Καραμανής



Μέθοδος: Gradient Descent (Κάθοδος Κλίσης)

κλίση της εφαπτομένης
= η παράγωγος

Ακολουθούμε την 
κατεύθυνση της 

αρνητικής κλίσης
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𝜃! = 𝜃 − 𝜂∇𝑓(𝜃)
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Μέθοδος: Gradient Descent (Κάθοδος Κλίσης)
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Αρνητική 
κατεύθυνση



Μέθοδος: Gradient Descent (Κάθοδος Κλίσης)

κλίση της εφαπτομένης
= η παράγωγος

Ακολουθούμε την 
κατεύθυνση της 

αρνητικής κλίσης

Κωνσταντίνος Καραμανής

𝜃! = 𝜃 − 𝜂∇𝑓(𝜃)

Παράγωγος

Αρνητική 
κατεύθυνση

Μικρό βήμα



Μέθοδος: Gradient Descent (Κάθοδος Κλίσης)

Κωνσταντίνος Καραμανής

Ακολουθούμε την κατεύθυνση της αρνητικής κλίσης



Gradient Descent – Παραδείγματα (Α)

Κωνσταντίνος Καραμανής

𝑓 𝑥 = 2𝑥! − 6𝑥 + 3, με 𝑥 = 1

Ποια αξία του 𝑥 μειώνει την τιμή 𝑓 𝑥 ;

(α) 𝑥 = 1: είναι ήδη η βέλτιστη τιμή

(β) 𝑥 = 1.1: δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 1.1 < 𝑓(1)

(γ) 𝑥 = 0.9:	δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 0.9 < 𝑓(1)



Gradient Descent – Παραδείγματα (Α)

Κωνσταντίνος Καραμανής

𝑓 𝑥 = 2𝑥! − 6𝑥 + 3, με 𝑥 = 1

Ποια αξία του 𝑥 μειώνει την τιμή 𝑓 𝑥 ;

(α) 𝑥 = 1: είναι ήδη η βέλτιστη τιμή

(β) 𝑥 = 1.1:	δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 1.1 < 𝑓(1)

(γ) 𝑥 = 0.9:	δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 0.9 < 𝑓(1)

𝑓 𝑥 = 2𝑥! − 6𝑥 + 3

∇𝑓 𝑥 = 4𝑥 − 6 = −2



Gradient Descent – Παραδείγματα (Α)

Κωνσταντίνος Καραμανής

𝑓 𝑥 = 2𝑥! − 6𝑥 + 3, με 𝑥 = 1

Ποια αξία του 𝑥 μειώνει την τιμή 𝑓 𝑥 ;

(α) 𝑥 = 1: είναι ήδη η βέλτιστη τιμή

(β) 𝑥 = 1.1:	δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 1.1 < 𝑓(1)

(γ) 𝑥 = 0.9:	δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 0.9 < 𝑓(1)

𝑓 𝑥 = 2𝑥! − 6𝑥 + 3

∇𝑓 𝑥 = 4𝑥 − 6 = −2

Οπότε: 𝑥" = 𝑥	 − 𝜂(−2)

𝑓 1 = −1

𝑓 1.1 = −1.18

𝑓 0.9 = −0.78



Gradient Descent – Παραδείγματα (Β)

Κωνσταντίνος Καραμανής

𝑓 𝑥 = 4𝑥! − 𝑥 − 5, με 𝑥 = 1

Ποια αξία του 𝑥 μειώνει την τιμή 𝑓 𝑥 ;

(α) 𝑥 = 1: είναι ήδη η βέλτιστη τιμή

(β) 𝑥 = 1.1: δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 1.1 < 𝑓(1)

(γ) 𝑥 = 0.9:	δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 0.9 < 𝑓(1)



Gradient Descent – Παραδείγματα (Β)

Κωνσταντίνος Καραμανής

𝑓 𝑥 = 4𝑥! − 𝑥 − 5, με 𝑥 = 1

Ποια αξία του 𝑥 μειώνει την τιμή 𝑓 𝑥 ;

(α) 𝑥 = 1: είναι ήδη η βέλτιστη τιμή

(β) 𝑥 = 1.1: δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 1.1 < 𝑓(1)

(γ) 𝑥 = 0.9:	δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 0.9 < 𝑓(1)

𝑓 𝑥 = 4𝑥! − 𝑥 − 5

∇𝑓 𝑥 = 8𝑥 − 1 = 7

Οπότε: 𝑥" = 𝑥	 − 𝜂(7)

𝑓 1 = −2

𝑓 1.1 = −1.26

𝑓 0.9 = −2.66



Gradient Descent – Παραδείγματα (Γ)

Κωνσταντίνος Καραμανής

𝑓 𝑥 = 3𝑥! − 6𝑥 + 1, με 𝑥 = 1

Ποια αξία του 𝑥 μειώνει την τιμή 𝑓 𝑥 ;

(α) 𝑥 = 1: είναι ήδη η βέλτιστη τιμή

(β) 𝑥 = 1.1: δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 1.1 < 𝑓(1)

(γ) 𝑥 = 0.9:	δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 0.9 < 𝑓(1)



Gradient Descent – Παραδείγματα (Γ)

Κωνσταντίνος Καραμανής

𝑓 𝑥 = 3𝑥! − 6𝑥 + 1, με 𝑥 = 1

Ποια αξία του 𝑥 μειώνει την τιμή 𝑓 𝑥 ;

(α) 𝑥 = 1: είναι ήδη η βέλτιστη τιμή

(β) 𝑥 = 1.1: δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 1.1 < 𝑓(1)

(γ) 𝑥 = 0.9:	δίνει μικρότερη αξία. 𝑓 0.9 < 𝑓(1)

𝑓 𝑥 = 3𝑥! − 6𝑥 + 1

∇𝑓 𝑥 = 6𝑥 − 6 = 0

Οπότε: 𝑥" = 𝑥	 − 𝜂(0)

𝑓 1 = −2

𝑓 1.1 = −1.97

𝑓 0.9 = −1.97



Gradient Descent – Παραδείγματα (Δ)

Κωνσταντίνος Καραμανής

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥! + 3𝑦! − 2𝑥 + 𝑦, με 𝑥 = 1, 𝑦 = 1

Ποια αξία του (𝑥, 𝑦) μειώνει την τιμή 𝑓 𝑥, 𝑦 ;

(α) (𝑥, 𝑦) = (1,1): είναι ήδη η βέλτιστη τιμή

(β) (𝑥, 𝑦) = (0.9,1.1): δίνει μικρότερη αξία. 

(γ) (𝑥, 𝑦) = (1,0.9):	δίνει μικρότερη αξία. 



Gradient Descent – Παραδείγματα (Δ)

Κωνσταντίνος Καραμανής

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥! + 3𝑦! − 2𝑥 + 𝑦, με 𝑥 = 1, 𝑦 = 1

Ποια αξία του (𝑥, 𝑦) μειώνει την τιμή 𝑓 𝑥, 𝑦 ;

(α) (𝑥, 𝑦) = (1,1): είναι ήδη η βέλτιστη τιμή

(β) (𝑥, 𝑦) = (0.9,1.1): δίνει μικρότερη αξία. 

(γ) (𝑥, 𝑦) = (1,0.9):	δίνει μικρότερη αξία. 

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥! + 3𝑦! − 2𝑥 + 𝑦

∇𝑓 𝑥 =

Οπότε: #!
$!

	= #
$ 	− 𝜂 %

&

2𝑥 − 2
6𝑦 + 1 =

0
7



Gradient Descent – Παραδείγματα (Δ)

Κωνσταντίνος Καραμανής

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥! + 3𝑦! − 2𝑥 + 𝑦, με 𝑥 = 1, 𝑦 = 1

Ποια αξία του (𝑥, 𝑦) μειώνει την τιμή 𝑓 𝑥, 𝑦 ;

(α) (𝑥, 𝑦) = (1,1): είναι ήδη η βέλτιστη τιμή

(β) (𝑥, 𝑦) = (0.9,1.1): δίνει μικρότερη αξία. 

(γ) (𝑥, 𝑦) = (1,0.9):	δίνει μικρότερη αξία. 

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥! + 3𝑦! − 2𝑥 + 𝑦

∇𝑓 𝑥 =

Οπότε: #!
$!

	= #
$ 	− 𝜂 %

&

𝑓 1,1 = 3

𝑓 0.9,1.1 = 3.74

𝑓 1,0.9 = 2.33

2𝑥 − 2
6𝑦 + 1 =

0
7



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c Οικογένεια μοντέλων: ένα γραμμικό νευρωνικό
δίκτυο με παραμέτρους:

𝜃 = 𝑤!, 𝑤", 𝑐

Συνάρτηση απώλειας: 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 "

Aπώλεια σαν συνάρτηση των παραμέτρων: 

(𝑦 = 𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐

𝑳 𝜽 = 	𝑳 𝒚, 0𝒚 = 𝒚	 − 0𝒚 𝟐 = 𝒚	 −	(𝒘𝟏𝒙𝟏 +𝒘𝟐𝒙𝟐 + 𝒄) 𝟐



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1
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w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y
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0 1 1

1 0 1

1 1 0
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6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐

∇$𝐿 𝜃 =

𝐿 𝜃 = 0	 − 𝑐 " + 1 − 𝑤" + 𝑐
"
+ 1 − 𝑤! + 𝑐

"
+ 0	 − 𝑤! + 𝑤" + 𝑐

"

=

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑤!
𝜕𝐿(𝜃)
𝜕	𝑤"

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑐

4𝑤! + 2𝑤" + 4𝑐	 − 2

2𝑤! + 4𝑤" + 4𝑐	 − 2

4𝑤! + 4𝑤" + 8𝑐	 − 4

Απώλεια και η Παράγωγος της Απώλειας



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐

∇$𝐿 𝜃 =

𝐿 𝜃 = 0	 − 𝑐 " + 1 − 𝑤" + 𝑐
"
+ 1 − 𝑤! + 𝑐

"
+ 0	 − 𝑤! + 𝑤" + 𝑐

"

=

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑤!
𝜕𝐿(𝜃)
𝜕	𝑤"

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑐

4𝑤! + 2𝑤" + 4𝑐	 − 2

2𝑤! + 4𝑤" + 4𝑐	 − 2

4𝑤! + 4𝑤" + 8𝑐	 − 4

Απώλεια και η Παράγωγος της Απώλειας



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐

∇$𝐿 𝜃 =

𝐿 𝜃 = 0	 − 𝑐 " + 1 − 𝑤" + 𝑐
"
+ 1 − 𝑤! + 𝑐

"
+ 0	 − 𝑤! + 𝑤" + 𝑐

"

=

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑤!
𝜕𝐿(𝜃)
𝜕	𝑤"

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑐

4𝑤! + 2𝑤" + 4𝑐	 − 2

2𝑤! + 4𝑤" + 4𝑐	 − 2

4𝑤! + 4𝑤" + 8𝑐	 − 4

Απώλεια και η Παράγωγος της Απώλειας

0



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐

∇$𝐿 𝜃 =

𝐿 𝜃 = 0	 − 𝑐 " + 1 − 𝑤" + 𝑐
"
+ 1 − 𝑤! + 𝑐

"
+ 0	 − 𝑤! + 𝑤" + 𝑐

"

=

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑤!
𝜕𝐿(𝜃)
𝜕	𝑤"

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑐

4𝑤! + 2𝑤" + 4𝑐	 − 2

2𝑤! + 4𝑤" + 4𝑐	 − 2

4𝑤! + 4𝑤" + 8𝑐	 − 4

Απώλεια και η Παράγωγος της Απώλειας

0
+

−2(1 − (𝑤"+𝑐))



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐

∇$𝐿 𝜃 =

𝐿 𝜃 = 0	 − 𝑐 " + 1 − 𝑤" + 𝑐
"
+ 1 − 𝑤! + 𝑐

"
+ 0	 − 𝑤! + 𝑤" + 𝑐

"

=

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑤!
𝜕𝐿(𝜃)
𝜕	𝑤"

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑐

4𝑤! + 2𝑤" + 4𝑐	 − 2

2𝑤! + 4𝑤" + 4𝑐	 − 2

4𝑤! + 4𝑤" + 8𝑐	 − 4

Απώλεια και η Παράγωγος της Απώλειας

0
+

−2(1 − (𝑤"+𝑐))
+
0



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐

∇$𝐿 𝜃 =

𝐿 𝜃 = 0	 − 𝑐 " + 1 − 𝑤" + 𝑐
"
+ 1 − 𝑤! + 𝑐

"
+ 0	 − 𝑤! + 𝑤" + 𝑐

"

=

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑤!
𝜕𝐿(𝜃)
𝜕	𝑤"

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑐

4𝑤! + 2𝑤" + 4𝑐	 − 2

2𝑤! + 4𝑤" + 4𝑐	 − 2

4𝑤! + 4𝑤" + 8𝑐	 − 4

Απώλεια και η Παράγωγος της Απώλειας

0
+

−2(1 − (𝑤"+𝑐))
+
0
+

−2(0 − (𝑤! + 𝑤"+𝑐))



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐

∇$𝐿 𝜃 =

𝐿 𝜃 = 0	 − 𝑐 " + 1 − 𝑤" + 𝑐
"
+ 1 − 𝑤! + 𝑐

"
+ 0	 − 𝑤! + 𝑤" + 𝑐

"

=

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑤!
𝜕𝐿(𝜃)
𝜕	𝑤"

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑐

4𝑤! + 2𝑤" + 4𝑐	 − 2

2𝑤! + 4𝑤" + 4𝑐	 − 2

4𝑤! + 4𝑤" + 8𝑐	 − 4

Απώλεια και η Παράγωγος της Απώλειας



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐

∇$𝐿 𝜃 =

𝐿 𝜃 = 0	 − 𝑐 " + 1 − 𝑤" + 𝑐
"
+ 1 − 𝑤! + 𝑐

"
+ 0	 − 𝑤! + 𝑤" + 𝑐

"

=

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑤!
𝜕𝐿(𝜃)
𝜕	𝑤"

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑐

4𝑤! + 2𝑤" + 4𝑐	 − 2

2𝑤! + 4𝑤" + 4𝑐	 − 2

4𝑤! + 4𝑤" + 8𝑐	 − 4

Απώλεια και η Παράγωγος της Απώλειας
Αρχική τιμή παραμέτρων: 𝜃 = 𝑤!, 𝑤", 𝑐 = 0,1,1



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐

∇$𝐿 𝜃 =

𝐿 𝜃 = 0	 − 𝑐 " + 1 − 𝑤" + 𝑐
"
+ 1 − 𝑤! + 𝑐

"
+ 0	 − 𝑤! + 𝑤" + 𝑐

"

= 1 + 1 + 0 + 4 = 6

=

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑤!
𝜕𝐿(𝜃)
𝜕	𝑤"

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑐

4𝑤! + 2𝑤" + 4𝑐	 − 2

2𝑤! + 4𝑤" + 4𝑐	 − 2

4𝑤! + 4𝑤" + 8𝑐	 − 4

Απώλεια και η Παράγωγος της Απώλειας
Αρχική τιμή παραμέτρων: 𝜃 = 𝑤!, 𝑤", 𝑐 = 0,1,1



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐

Αρχική τιμή παραμέτρων: 𝜃 = 𝑤!, 𝑤", 𝑐 = 0,1,1

∇$𝐿 𝜃 =

𝐿 𝜃 = 0	 − 𝑐 " + 1 − 𝑤" + 𝑐
"
+ 1 − 𝑤! + 𝑐

"
+ 0	 − 𝑤! + 𝑤" + 𝑐

"

= 1 + 1 + 0 + 4 = 6

= =

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑤!
𝜕𝐿(𝜃)
𝜕	𝑤"

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑐

4𝑤! + 2𝑤" + 4𝑐	 − 2

2𝑤! + 4𝑤" + 4𝑐	 − 2

4𝑤! + 4𝑤" + 8𝑐	 − 4

4

6

8

Απώλεια και η Παράγωγος της Απώλειας



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐

Αρχική τιμή παραμέτρων: 𝜃 = 𝑤!, 𝑤", 𝑐 = 0,1,1

∇$𝐿 𝜃 = =

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑤!
𝜕𝐿(𝜃)
𝜕	𝑤"

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑐

4

6

8

Μέθοδος Gradient Descent

𝜃% = 𝜃 − 𝜂∇$𝐿 𝜃  =

0

1

1

4

6

8

−𝜂



Παράμετροι, Συνάρτηση Απώλειας + Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

   y

w1  

w2  

+c 𝐿 𝑦, (𝑦 = 𝑦	 − (𝑦 " = 𝑦	 −	(𝑤!𝑥! +𝑤"𝑥" + 𝑐) "

X1 X2 Y

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Συνολική απώλεια

6
%

𝐿 𝑦% , (𝑦% =6
%

𝑦% 	−	(𝑤!𝑥%! +𝑤"𝑥𝑖" + 𝑐) "

𝑳 𝜽 = 𝟎	 − 𝒄 𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐 + 𝟏− 𝒘𝟏 + 𝒄

𝟐

+ 𝟎	 − 𝒘𝟏 +𝒘𝟐 + 𝒄
𝟐

Αρχική τιμή παραμέτρων: 𝜃 = 𝑤!, 𝑤", 𝑐 = 0,1,1

∇$𝐿 𝜃 = =

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑤!
𝜕𝐿(𝜃)
𝜕	𝑤"

𝜕𝐿(𝜃)
𝜕𝑐

4

6

8

Μέθοδος Gradient Descent

𝜃% = 𝜃 − 𝜂∇$𝐿 𝜃  =

0

1

1

4

6

8

−𝜂

Επιλέγοντας (π.χ.), 𝜂 = !
!&
	

𝐿 𝜃% = 0.04 +	 .16 + 1.44 + .16

= 1.8 < 6

𝜃% = 𝜃 − 𝜂∇$𝐿 𝜃  =



Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

 ReLu(h11)

w1
11 

w1
12 

+(c1,c2,c3)

  x3

x4

 ReLu(h13)

w1
13 

w1
14 

 ReLu(h12)

ReLu(h21)

+(d1,d2,d3)

   
ReLu(h23)

ReLu(h22)

w2
11 

w2
12 

w2
13 

   y2

   y1

   y3

w3
21 

w3
22 

w3
23 

Gradient Descent + Νευρωνικά Δίκτυα

𝜃 = (𝑊!, 𝑐,𝑊", 𝑑,𝑊#)

𝐿(𝜃) = ∑𝐿𝑜𝑠𝑠(𝑦$ , C𝑦$)

= ∑𝐿𝑜𝑠𝑠(𝑥$ ,𝑊!, 𝑐,𝑊", 𝑑,𝑊#)



Κωνσταντίνος Καραμανής

  x1

x2

 ReLu(h11)

w1
11 

w1
12 

+(c1,c2,c3)

  x3

x4

 ReLu(h13)

w1
13 

w1
14 

 ReLu(h12)

ReLu(h21)

+(d1,d2,d3)

   
ReLu(h23)

ReLu(h22)

w2
11 

w2
12 

w2
13 

   y2

   y1

   y3

w3
21 

w3
22 

w3
23 

Gradient Descent + Νευρωνικά Δίκτυα

𝜃 = (𝑊!, 𝑐,𝑊", 𝑑,𝑊#)

𝐿(𝜃) = ∑𝐿𝑜𝑠𝑠(𝑦$ , C𝑦$)

= ∑𝐿𝑜𝑠𝑠(𝑥$ ,𝑊!, 𝑐,𝑊", 𝑑,𝑊#)

Αυτό το μικρό νευρωνικό δίκτυο 
έχει 36 παραμέτρους

Η εξαντλητική αναζήτηση δεν 
είναι υπολογιστικά εφικτή 



Η Μέθοδος: 
Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

1. Υπολογιστικά αποδοτική μέθοδος 
ακόμα και με πάρα πολλές 
παραμέτρους

2. Βρίσκει τοπικό βέλτιστο σημείο 
(λύση)

3. Εάν η συνάρτηση είναι κυρτή, τότε 
το τοπικό βέλτιστο σημείο είναι 
και ολικό βέλτιστο



Η Μέθοδος: 
Gradient Descent

Κωνσταντίνος Καραμανής

1. Υπολογιστικά αποδοτική μέθοδος 
ακόμα και με πάρα πολλές 
παραμέτρους

2. Βρίσκει τοπικό βέλτιστο σημείο 
(λύση)

3. Εάν η συνάρτηση είναι κυρτή, τότε 
το τοπικό βέλτιστο σημείο είναι   
και ολικό βέλτιστο


